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УДК  539.3                   СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА 
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МОДИФИЦИРОВАННЫЕ МЕТОДЫ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  ТРЕУГОЛЬНЫХ И 

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ФОРМ  ДЛЯ  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ИЗГИБА ПЛАСТИН 

 

Предлагается  метод конечных элементов треугольной формы с десятью степенями свободы, в 

котором при решении задач изгиба пластин в качестве десятой степени свободы использован угол 

сдвига в узле, находящемся в начале координат. Рассмотривается  метод конечных элементов 

прямоугольной формы с тринадцатью степенями свободы. 

Ключевые слова: конечные элементы, узловые перемещения, квадратичное программирование, 

пластина, изгиб. 

  

Срединную плоскость пластины представим в виде совокупности n  конечных элементов 

треугольных форм. В каждой узловой точке s –го конечного элемента пластины введем по три 

обобщенных перемещения: 
sw  – перемещение в направлении оси z , два угла поворота 

yw ss  , xw ss   соответственно вокруг осей x , y . Рассмотренный треугольный 

элемент пластины дополним десятой степенью свободы, в качестве которой используем угол сдвига 

yxw ss  2  в узле, находящемся в начале координат. Узловые значения обобщенных 

перемещений для s -го конечного элемента в плоскости xy  зададим вектором 

Tssss wwww ),...,,( 1021 . 

Схемaтическое изображение s –го конечного элемента в плоскости xy  для данного случая 

приведенo на рис. 1. 

 

 

 

 

                                                                                           

 

 

 

 

                            Рис. 1. Схематическое изображение конечного элемента  

 

Перемещения точек срединной поверхности s -го конечного элемента аппроксимируем 

следующим полным кубическим полиномом, содержащим 10 неизвестных параметров: 
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который заменим удобным для практического использования выражением                  
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 Подставляя в (3) и (4) значения sw , по формуле (1) для определения неизвестных параметров 

}10,...,2,1{, is
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После несложных преобразований из соотношений (5)–(7) и (11)–(14)  для определения 

неизвестных параметров }8,7,4{, is
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С учетом соотношений (5)–(7) и (14)–(17) из равенства (10) находим 
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Подставляя в (18) значения 
s

6  и 
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10  соответственно из соотношений (19) и (20),  находим 
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Таким образом, при дополнении треугольного элемента пластины десятой степенью свободы, в 

качестве которой использован угол сдвига в узле, находящемся в начале координат, неизвестные 

параметры }10,...,2,1{,  is

i  определятся соотношениями  (5)–(7), (14), (19)–(24).   

Исходя из связей (1), выражение для каждой j –й функции Эрмита ),( yxj   ищем в виде 
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Тогда  с учетом соотношений (5)–(7), (14), (19)–(24), для функции Эрмита получим 

 3

1,71,1071,67

2

1,6

2

2

3

1,62

3

2

3
1 )()

3
(1),( xddbdaydx

x
d

x

y
yxs

 

            
3

1,10

2

1,91,1091,69

2

1,81,1081,68 )()( ydxyddbdayxddbda  , 

  3

2,72,1072,67

2

2,6

2

2

3

3
2,62

3

2

3
2 )()

2
(),( xddbdaydx

x

y
d

x

y
yyxs

 

          
3

2,10

2

2,92,1092,69

2

2,82,1082,68 )()( ydxyddbdayxddbda  , 

 3

3,73,1073,67

2

3,6

2

3

3,62

3

2

3
3 )()

2
(),( xddbdaydx

x
d

x

y
xyxs

 

         
3

3,10

2

3,93,1093,69

2

3,83,1083,68 )()( ydxyddbdayxddbda  , 

 yxdbdaxdbdaydxd
x

y
yxs 2

4,1084,68

3

4,1074,67

2

4,6

2

4,62

3

2

3
4 )()(),(  

            
3

4,10

2

4,1094,69 )( ydxydbda  , 

 yxdbdaxdbdaydxd
x

y
yxs 2

5,1085,68

3

5,1075,67

2

5,6

2

5,62

3

2

3
5 )()(),(  

       
3

5,10

2

5,1095,69 )( ydxydbda  , 

 yxddbdaxdbdaydxd
x

y
yxs 2

6,86,1086,68

3

6,1076,67

2

6,6

2

6,62

3

2

3
6 )()(),(                         (25) 

       
3

6,10

2

6,86,1096,69 )( ydxyddbda  , 

 3

7,77,1077,67

2

7,6

2

2

3

7,62

3

2

3
7 )()

3
(),( xddbdaydx

x
d

x

y
yxs

 

        
3

7,10

2

7,97,1097,69

2

7,87,1087,68 )()( ydxyddbdayxddbda  , 

 3

8,78,1078,67

2

8,6

2

2

3

3
8,62

3

2

3
8 )()(),( xddbdaydx

x

y
d

x

y
yxs

 

       
3

8,10

2

8,98,1098,69

2

8,88,1088,68 )()( ydxyddbdayxddbda  , 

 3

9,79,1079,67

2

9,6

2

3

9,62

3

2

3
9 )()

1
(),( xddbdaydx

x
d

x

y
yxs

 

       
3

9,10

2

9,99,1099,69

2

9,89,1089,68 )()( ydxyddbdayxddbda  , 

 3

10,710,10710,67

2

10,6

2

3

3
10,62

3

2

3
10 )()(),( xddbdaydxyx

x

y
d

x

y
yxs

 

       
3

10,10

2

10,910,10910,69

2

10,810,10810,68 )()( ydxyddbdayxddbda  . 

Потенциальная энергия деформации s -го элемента при изгибе пластин определяется выражением [3]  
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где F  - площадь  срединной поверхности, )1(12 23  EhD , E  -  модуль упругости, h - толщина 

плиты,   - коэффициент  Пуассона. 

Подставляя значения ),( yxw s
 из выражения (2) в (26), потенциальную энергию изгиба s -го 

элемента пластины представим в виде  
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Из схематического изображения треугольного конечного элемента пластины, приведенной на 

рис.1, соответственно получатся изображения приведенные на рисунках 4–5 при условиях 

                        ,32 axx  ,2 by  ,03 y     для рис. 2,                                                                        (29) 

                              ,,0 32 axx  ,2 by  ,3 by   для рис. 3,                                                                 (30) 

                       ,,0 32 axx  ,2 by  ,03 y  для рис. 4  и рис. 5.                                                    (31) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        Рис. 2. Схематическое изображение треугольного конечного 

                                    элемента пластины (первый вид элемента) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         Рис. 3. Схематическое изображение треугольного конечного 

                                      элемента пластины (второй вид элемента)  
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                        Рис. 4. Схематическое изображение треугольного конечного  

                                       элемента пластины (третий вид элемента) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      Рис. 5. Схематическое изображение треугольного конечного  

                                             элемента пластины (четвертий вид элемента) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                  Рис. 6. Схематическое изображение  прямоугольного  конечного элемента пластины 

 

Исходя из формул (25) и (28), с учетом связей (29)–(31) находим соответствующие значения 

функции Эрмита и компонент матриц жесткостей для треугольных конечных элементов пластины, 

схематические изображенных на рис. 2–5. Эти значения приведены в работах [1] и [2]. 

Рассмотрим прямоугольный элемент,  сформированной из треугольных элементов, приведенных 

на рис.2 и рис. 3. Узловые значения обобщенных перемещений для s –ого прямоугольного конечного 

элемента в плоскости xy  зададим вектором 
Tssss wwww ),...,,( 1321 . Пользуясь значениями функции 
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схематические изображенных на рис. 2 и 3, находим  значения функции Эрмита и компонент 

матрицы жесткости  abkDk s

ij

s /  прямоугольного элемента, схематически изображенного на рис. 6. 

 При byax /,/   функции Эрмита определяются формулами: 

                
3232

1 23232),(  s
, 

                )242(),( 3222

2   bs
,        

                )242(),( 3222

3   as
,  

                
3322

4 2233),(  s
,                                 

                )(),( 3222

5   bs
,  

                )2(),( 223

6   as
,  

                 
3232

7 2323),(  s
,                                                                                           (32) 

                )(),( 3222

8   bs
,     

                )(),( 2232

9   as
,       

                
3322

10 2233),(  s
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                )2(),( 322

11   bs
,  

    )(),( 2232

12   as
, 

    )2(),( 22

13   abs
. 

Компоненты матрицы жесткости прямоугольного элемента, схематические изображенные на 

рис. 6, определяются формулами:   
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               Обозначим через 
Tssss PPPP ),...,,( 1321 – вектор узловых нагрузок, эквивалентный внешней 

нагрузке. Действие распределенной внешней нагрузки интенсивностью ),( yxq на поверхность 

конечного элемента можно заменить совокупностью эквивалентных узловых сил: 

                                                          .),(),( 
F

ss dxdyyxyxqP                                                            
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Откуда, с учетом связей (25), (29)–(31), в случае равномерно распределенной нагрузки q , 

предположив, что в пределах площади конечного элемента constqyxq ),(  находим 

соответствующие значения векторов узловых нагрузок для треугольных конечных элементов 

пластины, схематические изображенные на рис. 2 и 3 [1,2]. На основе этих значений находим вектор 

узловых нагрузок для прямоугольного элемента, схематически изображенного на рис. 6. 
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Работа узловых нагрузок s –го прямоугольного конечного элемента пластины задается 

формулой 

                                                    .)(ˆ sTss Pw                                                                            (35)  

Принимая во внимание формулы (27) и (35), находим потенциальную энергию системы для 

s –го прямоугольного конечного элемента, схематически изображенного на рис. 6 : 

                                   .)()(5,0 sTsssTss Pwwkw                                                                   (36) 

Срединную плоскость пластины представим в виде совокупности n  конечных элементов 

прямоугольных форм. Тогда, исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы для 

определения искомых векторов },...,2,1{, nsws  , получим следующую задачу квадратичного 

программирования:     
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sTsssTs Pwwkw краевые условия } .                                                   (37) 

При изгибе пластин изгибающие, крутящие моменты и перерезывающие силы задаются 

формулами [4]: 
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Принимая во внимание соотношения (2) и (32), из формул (39) находим перерезывающие 

силы, которые во всех узлах имеют одинаковые значения и определяются соотношениями: 

         3
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Узловые значения изгибающих и крутящих моментов }4,3,2,1{,),,( ,,,  iMMMM Ts

ixy

s

iy

s

ix

s

i  

для s –го прямоугольного конечного элемента обозначим вектором  
Tssss MMMM ),...,,( 1221 . 

Принимая во внимание соотношения (2) и (32), из формул изгибающих и крутящих моментов (38) 

находим: 

                                    
sss wM  ,                                                                                                (42) 

где  
s - матрица изгибающих и  крутящих моментов, для которой при  1  имеем: 
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Заметим, что  прогибы sw  вдоль сторон стыковки прямоугольных конечных элементов 

изменяются по закону кубической параболы, а углы поворота 
s , 

s – квадратичной параболы. Так 

как узловые значения обобщенных перемещений 
Tssss wf ),,(  выбраны в качестве основных 

неизвестных, то они являются общими для элементов, примыкающих к данному узлу. С другой 

стороны, в направлении линии стыка 
s и 

s являются первыми производными прогиба sw , поэтому 

вдоль границы разделов любые соседние кромки двух смежных элементов получат одинаковые 

прогибы.  

    

                1j                         1i                         1k                   

                                                                                                  y   

                                        S                  1S   

             j                                   i                                      k                                                 

                                    3S               2S   

        

            1j                                   1i                        1k               

                             x        

            Рис. 7.  i -ый узел.Совокупность прямоугольных конечных элементов 

 

Для обеспечения непрерывности углов поворота 
s , 

s  примем (рис. 7.)  

                             }2,1,0{,1   iis

xy

is

xy  ,  ,3 s

xy

s

xy  
                                                                          (43) 

где   yxw ss  2 – угол сдвига. 

Подставляя в (43) значения sw  по формуле (2) с учетом связей (32), находим 
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Исключая из уравнений (44) - (47) переменные   
iw2 ,  

iw3  и 
iw13 , получаем тождество. 

Следовательно, условия (43) непрерывности углов поворота 
s , 

s  тождественно удовлетворяются.     

Исходя из формул  yxwss  2  и (38), мы можем заключить, что здесь тождественно 

удовлетворяются также и условия непрерывности крутящих моментов вдоль границы разделов  двух 

смежных элементов.    

 Условия непрерывности изгибающих моментов xM , yM  в узловых точках (рис. 7) зададим в 

виде  
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                (48) 

и заменим их  соотношениями  

                       }2,1,0{,
2

12

2

2









 

i
x

w

x

w isis

,   
2

2

2

32

x

w

x

w ss








 

,                                                             (49) 

                      }2,1,0{,
2

12

2

2









 

i
y

w

y

w isis

,   
2

2

2

32

y

w

y

w ss








 

.                                                               (50) 

С учетом связей (2) и (32) из равенств (49) получим 
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а из равенств (5) получим 
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Исключая из уравнений (51)–(54) переменные 
1

13

jw , 
1

13

iw  и 
jw13 , получаем тождество. 

Исключая из уравнений (55)–(58) переменные 
1

13

jw , 
1

13

iw  и 
jw13 , также получаем тождество. 

 Следовательно, условия (49) и (50) непрерывности изгибающих моментов xM  и  yM  в 

узловых точках тождественно удовлетворяются. Так как изгибающие моменты вдоль сторон 
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конечного элемента изменяются линейно, то выполняются и условия непрерывности изгибающих 

моментов вдоль границы разделов  двух смежных элементов. 

Условия непрерывности перерезывающих сил xN , yN  в узловых точках (рис. 7) зададим в 

виде  
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,                       (59) 

и с учетом формул (39) заменим их соотношениями:  
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С учетом связей (2) и (32) из равенств (60) получим 
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а из равенств (61) находим 
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С учетом связей (2) и (32) из равенств (62) получим 
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Суммируя уравнения (64)–(67), получаем тождество. Соответственно суммируя уравнения          

(68)–(71), (72)–(75) и (76)–(79), также получаем тождества. Следовательно, условия (60)–(63) 

непрерывности перерезывающих сил xN , yN  в узловых точках тождественно удовлетворяются. Так 

как перерезывающие силы вдоль сторон конечного элемента постоянные, то выполняются и условия 

непрерывности изгибающих моментов  вдоль границы разделов  двух смежных элементов. 

Таким образом, для прямоугольного конечного элемента аппроксимирующая функция 

                            
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
13

1

),(),(
i

i

s

i

s yxwyxw , 

в которой ),( yxs

i –функции Эрмита, задаваемые соотношениями (32), обеспечивает непрерывность 

обобщенных перемещений, перерезывающих сил, крутящих и изгибающих моментов. 
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Առաջարկվում է եռանկյունաձև վերջավոր տարրերի ձևափոխված տարբերակ, որում սալերի ծռման 

խնդիրների լուծման ժամանակ որպես տասներորդ ազատության աստիճան օգտագործված է 

կոորդինատների սկզբնակետում գտնվող հանգույցի սահքի անկյունը: Դիտարկված է տասներեք 

ազատության աստիճանով  ուղղանկյունաձև վերջավոր տարրերի եղանակ: 

Առանցքային բառեր. վերջավոր տարրեր, հանգուցային տեղափոխություններ, քառակուսային 

ծրագրավորում, սալ, ծռում: 

 

G.A. Gevorgyan, 

N.V.Pirumyan,  

N.R.Mehrabekyan,  

G.A.Sargsyan 

 

THE MODIFIED METHODS  OF TRIANGULAR AND RECTANGULAR FORMS FINAL ELEMENTS FOR 

PLATE BENDING PROBLEM SOLUTION 

The method of final elements modification with ten degree of freedom is proposed, in which for the solution of 

plate bending problems as the tenth degree of freedom the shift angle at node located at the origin is used. The final 

elements method of rectangular shape with thirteen degree of freedom are considered. 

Keywords: final elements, nodal movement, quadratic programming, plate, bending. 
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